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Nachdem von Gauss!) die nach ihm benannte Gauss’sche oder 
hypergeometrische Reihe und die dieselbe definirende homogene lineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung aufgestellt worden war, knüpften sich 
an diese Reihe mancherlei Fragen, deren Lösung man Gauss selbst, 
Riemann, Jacobi und Kummer, sowie in neuerer Zeit Herrn 
Schwarz zu verdanken hat. Nach diesen eingehenden Untersuchungen 
‚scheinen alle Fragen von Bedeutung hinsichtlich dieser Reihe aus- 
reichend erörtert worden zu sein, wenigstens ist dieselbe in der neuesten 
mathematischen Litteratur nicht mehr Gegenstand der Untersuchungen 
‚gewesen. Vielmehr wurde das Interesse der Mathematik den 'Ergeb- 
nissen der Fuchs’schen "Theorie folgend auf die Differentialgleichung 
2. Ordnung der Fuchs’schen Klasse mit drei im Endlichen gelegenen 
singulären Stellen gelenkt, und es entstanden so die Arbeiten von Sei- 
fert?): »Ueber die Integration der Differentialgleichung 2. Ordnung: 
(-a)(t-b)(t-c)y”+(a+bt+c)y'’+(d+el)y = 0« und von Schrentzel?): 
»Ueber die Integration der Differentialgleichung 2. Ordnung der Fuchs'- 
schen Klasse mit drei im Endlichen gelegenen singulären Stellen«. Ich 
will ebenfalls diese Differentialgleichung meinen Betrachtungen zu Grunde 
legen, aber ich will dieselbe im ersten Abschnitte meiner Arbeit auf 
‚eine derartige Form bringen, dass sie gewissermassen als eine Verall- 
‚gemeinerung der Gauss’schen Differentialgleichung erscheint. Den- 
selben Weg schlägt Herr Heun‘) (cf. A) ein, er kommt indessen zu 
‘seiner Normalform auf anderem Wege; auch sind seine Untersuchungen 
von den meinigen gänzlich verschieden, während allerdings die von 
ihm aufgestellte Normalform bis auf die Bezeichnung der Constanten 


1) Gauss’ Werke Bd. III. 2) Diss. Göttingen 1875. 3) Diss. Berlin 1893. 
4) Mathem. Ann. Bd. 33 pg. 161. 
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mit der meinigen übereinstimmt. Die beiden erwähnten Arbeiten von 
Seifert und Schrentzel weichen insofern von der meinigen ab, als 
die Form der transformirten Differentialgleichung bei beiden eine von 
der meinigen verschiedene ist, und dass die. Resultate von Herrn 
Schrentzel mit Hülfe doppelt unendlicher Reihen erzielt werden. 
Im Abschnitte A meiner Arbeit habe ich zunächst die gegebene Diffe- 
rentialgleichung auf die Form Illa transformirt und diese auf die bisher 
noch nicht untersuchte Form IV gebracht. Im Abschnitte B stelle ich 
die Integrale von Illa auf, die genaue Durchführung und Aufstellung 
der logarithmen behafteten Integrale ist neben anderem als neu und 
wesentlich hervorzuheben. Im Abschnitte C werden 8. 24 Integrale 
‚von Illa aufgestellt, indem von IV ausgegangen wird; die Durchführung 
dieses Gegenstandes ist in seiner ganzen Ausdehnung neu. Im Ab- 
schnitte D bringe ich Anwendungen auf die hypergeometrische Diffe- 
rentialgleichung mit einem Nebenpunkt, auf die vollständigen elliptischen 
Integrale, auf die Existenz rationaler Integrale und auf die Lam &€'sche 
Differentialgleichung und Lam sche Functionen. Auch die in diesem 
Abschnitte erzielten Resultate werden im ganzen als neu erkannt werden. 


A. Transformation der Differentialgleichung und Aufstellung einer 
der Gauss’schen analogen Differentialgleichung. 


Die zu Grunde zu legende liniare homogene Differentialgleichung 
2. Ordnung der Fuchs’schen Klasse mit drei im Endlichen gelegenen 
singulären Stellen hat bekanntlich die Gestalt 


F,@) F,@) 


(—4,) (2 — 4,) (© — a,) y-+ (2 —a,) (<a, (2a, y- 0) 


1 y" TE 


wo F,(#) und F,(@) ganze rationale Functionen vom zweiten resp. vierten 

Grade höchstens und aa, a, von einander verschieden sind. Ausserdem 

müssen F\(#) und F'(x) so beschaffen sein, dass sich nicht in beiden 

Koefficienten ein und dieselbe singuläre Stelle heraushebt. Um I auf 

eine der Gauss’schen Differentialgleichung analoge Gestalt zu bringen, 

führen wir an Stelle von x eine neue Variable & durch die Gleichung 
x—a, = (a,—a)$ 


ein und gewinnen durch diese 'Transformation eine neue Gleichung für 


DER T na; 


a EN y 
a RE Pe te 


a 
y als Function von &, deren singuläre Stellen durch die Werte 


a a 


Bau, —: 1 See 
4,—4, 
die den x = a,a,a, © entsprechen, gekennzeichnet werden. Diese 


neue Differentialgleichung kann natürlich durch die Transformation ihren 
Charakter nicht geändert haben, hat also die Form: 


II 22 h+he+f, ntIL+g,E+gn+g,r 


I, Da-a)’ Te@-Wany 39-9 

Es bestehen nun folgende Gleichungen: 

ts Io —. er 
pp-1)+ Pt, = (p=r)(p—%) 

othırl ot tHtrBt 
ep nrbFbHR ern mg = pp) 

a ie Pl EHU+ WI Hg,n 
Pß-)+F a ae E= (PP) (PP) 
pP-1)+(2-f)p+9, = (p-v)(p-V). 


'Man nennt diese Gleichungen, die zu den singulären Punkten 
0, 1, u, ©o gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen. Wir 
wenden nun auf II. die Transformation y = a*"(@—-1)’(@—u)"z an, so 
erhalten wir für z eine Gleichung von der Form 


b,+b,x 


a,+ra,x+a,0° , En 
(z&—1)(e u)” 


(1) —u) 3 o 


Ila. 2’ + 


wie ich allgemein für eine Differentialgleichung 2. Ordnung der Fu En 
schen Klasse nachweisen will‘), Eine solche Differentialgleichung hat 
bekanntlich die Form: 


For®) 1. Fro-n (0) 


ge 90 
wo d (= (@-a)(2-a,)...(e-a,) und TR A,...a, von einander ver- 
schieden sind. Wenn die Wurzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichungen an den Stellen a,a,....a, resp. 


A, I; \,; 23; ... An \ 


sind, so mache ich die Substitution y= (w«-a)"...(@—a,)'z und er- 


1) Heffter: Einleit. i. d. Theor. d. lin. Differentialgleichungen, pg. 224. 
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halte dann für z eine Differentialgleichung von demselben Charakter, 


welche aber an den singulären ‚Stellen je eine Wurzel null hat. Daher 
muss die Gleichung für z dieselbe Gestalt wie die für y haben und 
ferner muss der Zähler des Koefficienten von y durch d(w) teilbar sein. 
Mithin erhält man 


GaH (2) g' Gr; @) , 
2) %(@) 


Für Ila ergeben sich folgende Beziehungen: 


u: 2+ 


PP-1)+-tp = pp—a+r) 


en 
ep 


p(e—4)+ = pp-NHY) 


a,+ta,u-+ta,u? 
an Pe 


PE-D+@-a)p+s, = Pr NERV). 
Es ıst daher 


Kerr ! u(u—1) Fe 


al = x +M+2u + YVHtV, b, = (at+I+p4YV) AH te V). 


I 


TE 


a 
1 ey 
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Wie man aus den ersten 4 Gleichungen sieht, ist die Summe der 
8 Wurzeln gleich 2 entsprechend der Fuchs’schen Beziehung‘) und 
der Koefficient b, bleibt nach Auswahl der Wurzeln willkürlich?), was 
ebenfalls im Einklange mit einem Satze des Herrn Fuchs steht. Es 
nimmt daher infolge obiger Beziehungen Ila die Gestalt an: 


er arm +r)u+ [N Hr) Au) AR +tr)u —1+ta+B))e+l+o+B)R” g 


au x(<—1)(x—u) 


En 1)(&— 2)” 


En 


wo 
“+i+u+V= 0, “+A+p-+V = Bß 
gesetzt ist. 
In dieser Gleichung kommt die Grösse p—p’ nicht vor, das liegt 
daran, dass dieselbe sich gemäss der Gleichung 
Wut an HI HH = 


durch die anderen Wurzeln ausdrücken lässt. 


1) Schlesinger: Handbuch der Theor, d. lin. Differentialgleichungen, Bd. ], pe. 241. 
2) REN l. c. pg. 243. 
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Wir wollen nun IIb so einrichten, dass sie für die Grenzfälle 
u=0 und w=1 genau-in eine Gauss’sche Gleichung übergeht. 
Wenn wir dementsprechende Versuche machen und setzen 


b, = — aßu, A-N-a—ß =); 1—-r+% =Y, 
so gewinnen wir folgende Differentialgleichung:: 
„Guter mertiterB)uletltatß)e® ,,_ Bau) 
Ber En Eee 


welche für u = 0 resp. u= 1 in die Gauss’sche Gleichung 


—4+l+atß)e , aß = 
ee De 


2" + 
resp. in die Gleichung 


" BRETTEN / aß er 
ER EEE en 


übergeht. Es ist noch zu bemerken, dass wenn wir y =y in Il. setzen, 
wir ebenfalls die Gauss’sche Gleichung erhalten, welchen Wert auch 
u haben möge. In III. ist das einzig Willkürliche die Festsetzung 
der Grösse b) = —aßu. Um den allgemeinen Fall zu erhalten, müssen 
wir db, = -—aßg setzen, wo q eine völlig willkürliche Grösse ist. Wir 
gewinnen dadurch folgende Gleichung: 


„at mertitatNurtlHtrHBe ,, 
De May x (2—1) (2 —u) e (2 —1)(2—u) 


Diese Gleichung geht aus der allgemeinen Gleichung Ila resp. II. 


hervor, wenn man 


a = ln +n)u = U; 


a = 1-X HN) A-u)-A-RHm)u -Alra+th) = 1 -Mm-rritat+P%; 
„—=l+ra+Bß; b, = -aßg; Da aß 
setzt. 


Dieselbe stimmt bis auf die Constanten mit einer Gleichung über- 
ein, welche Herr Heun in den Mathem. Annalen, Bd. 33, pg. 161 
auf anderem Wege gefunden hat. Er geht dabei aus von Riemann- 
schen Functionen 2. Ordnung mit 4 Verzweigungspunkten, welche 
dreifach verknüpft sind und welche im wesentlichen durch die Glei- 


chung 
2(&-1)(@-a)y’ +[a+B+1)a-la+ß+ar+(a-1)ö+1j+tar]ytaß(e-gy = 0 


Bi N 


definirt werden. Diese Gleichung geht aus IIb hervor, wenn man 
ua a, lI-+r=y, INH =5 

setzt. Ich will meinen weiteren Untersuchungen die Gleichung IIIa 

zu Grunde legen, derselben aber zum Schluss noch eine Gestalt geben, 

die symmetrischer ist und zuerst allgemein von Herın Klein!) aufge- 

stellt wurde. Er lässt sich Illa in folgender Form schreiben: 


h, 1 —y+1l+oa+ß tr ' Br 2 es 
; +|+ u x—1 Tre a z(c—1)(e—-u) : 
„„TI-w"+r , 1-N Hr, I-W+ £ 
: +| N oe Er +ape-ap) (1) u) = 


Auf diese Gleichung wende ich die Transformation 
y— "(1% (c—u)"z 
an und erhalte dadurch für y folgende Gleichung: 


a era Ah) 
yHr| x 7 73 zu 


wu  M(l-u)  pwulu—1) 
& Br c—1 Ay CU 


Y be 
z(a 1) u) N 


en wc ‚| 


wo 

vr xt en en FIN nn + Rt WR ar AN +) u — aßq. 
X, AN, pp, v, v, zwischen denen die. Relation 
at N tete HvHV = 2 | | 
besteht, sind die Wurzeln der für die Punkte # = 0, 1. u, oo gültigen 
determinirenden Fundamentalgleichungen. Wegen ihrer Symmetrie wird 
Gleichung IV. später bei Aufstellung der Integrale von grosser Wich- 
tigkeit sein. Wir werden durch dieselbe in den Stand gesetzt 8:24 
— 192 Integrale aufzustellen, welche zum Teil den 24 Gauss'schen 


Integralen entsprechen. 


B. Integration der Differentialgleichung. 


Die Wurzeln der zu den Punkten 0, 1, u, oo gehörigen Fundamen- 


talgleichungen von IIIa ergeben sich resp. zu 0,1-7; 0, 7-a-ß 


0,1-y+7,; a, ß. Um die Recursionsformel für eine IIla befriedigende 


Reihe 


1) Klein: Hypergeömetr. Functionen, pg. 210. | 


Zune... 


98, p) = 3:9, (p)ar*” 


zu gewinnen, bilden wir die charakteristische Function und erhalten 


1) KeE+WA+heP+Y-Du.)+hP+Y—-2)9,,(p) = 0 
oder 
0,0), + a.) + = 0, 
wo 
ke+) = L) = uß+nP+v—-1+N) 
he+v-12) = a,,.,.() = -W+D)p+Y-1-)p+v-1-e; 
hp) = lb) = -W+YpP-Y-H+m-rt+1+a+Bu)p—gaß 


h(p+v—2) = a,,,(p) = (p+V—2+a)(p+v—-2+P), 


Sa KL, 
41! er u+1 


ist. Der Algorithmus für g(a, p) lautet demnach für unbestimmtes p 


ı N u A (p) 
98, pP) = 9,(p) a Faro) 


ur PR, 
= #0| (url); p-5,p-5 © 


I co 


Ayo (P) Ayı (p) 
Az (P) @ı (P) A, (P) 
Ar (p) == (— 1) Or (pP) Ag (p) Agg (p) 


GI Ola. (0) 
alp)a *(p) 


und die leeren Stellen in dieser Determinante mit Nullen auszufüllen 


sind. Es empfiehlt sich den Algorithmus für die Reihe g(2, p) in der 
zweiten der unter 2) angegebenen Formen zu schreiben, weil aus ihr 
der Algorithmus für die nach fallenden Potenzen fortschreitende Reihe 


1 o 2 A» (p) 

3 (z ) = 9,1) = 9 IFA N 
) I; P 2,9 (p) 9-(P) ER TEFETTS 
gebildet werden kann. Derselbe ergiebt sich in der Form‘) 

1 1 — PT ß 
3‘) (5 p) = «0 —(u-EL); — pt Os, 5, 
u = Pr Er 


1) Schlesinger: l. c, pg. 226; Heffter: ]l. c. pg. 217. 


mit rationalen Koofficienten angewandt werden kann. "Die 


Hr — 0 


Yr 


genügenden Reihe. 
fortschreitende Reihe vorliegt, 
Gestalt: 


hE- DE + He N SR. A 
er + dt eE-v+ Dont.) = 
(p-v+ta)(e—v+B)g_,(p)- Bene. 
Be es En EL Pd, 
welche übergehs in. 
1) e+v- opt BEE a Te ea er } = 
+ul-p+Y-Y-p+v-1-1,)g.(p) = 0. =“ 


Setze ich an Stelle von a‘, (2): so geht diese Formel über in 


(P+Y zo) EV BSP EEE LTE ES TENOE 
+ubp+v—2)p +Vv—1- 19) = —0 
a), 0) I ‚(p) T a,, v—1 (P) IH (P) er: a,, v2 (p) Ira (p) Dr 0. 


Die (er 1 beweist durch Vergleich mit 1), dass g, in ' 5 


‘den Algorithmus 3') dargestellt wird. Te®] 
N Bis seien N ia en keine ganze Zahlen. Es ergeben. ei: 


Fondamentalsyaakir folgende Werte: 


u doien 
4) = —-(u+1); —8d,—:; 2) = Pa, B 11; % 4; @). 


-— Sr a % N, & we * S 
'a+1-7, ß+1— n ee 
N Br Blech kein Ale Er ALM 


5) Ya = 


1 0, @—ß 
® 1 
By, — E60 —(u+l); a+d,a0+s; 75 
u o,0+1-—y, 


7 Pa, +17, 1=uhl42ZB, l+a-ß; = g; =) 


Aus 6) erhalten wir eine Gleichung 7) für y,, durch Vertauschung von 
a und $. | 

Infolge der durch die erste dieser Gleichungen angegebenen Be- 
ziehung zwischen ® und P und auf Grund der unter 1) angegebenen 
Beziehungen zwischen 6 und e kann man von der linken Seite dieser 
Gleichungen einen Schluss auf die rechte machen. Der Parameter q 
ist in den Gleichungen veränderlich und man findet 


| _ + N@-I+r)e-i+n) 
x 2 
„_ @+Da+9u+N) 


va(a +1-—y,) : 


in 6) 


woraus hervorgeht, dass g lineare ‘Transformation erleidet. Die in 5), 
6), 7) an die Stelle von a, ß, y, y, tretenden Grössen kann man leicht 
aus den Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen derje- 
nigen Differentialgleichungen berechnen, welche aus Illa durch die 
Transformationen y=@"y,y=x“y, y= xy resp. entstehen. y, 
ist als Function von x, y' als Function von — aufzufassen. 

$2. Das kanonische Fundamentalsystem für die Stelle x=1 er- 
giebt sich, wenn wir 1-—# = setzen. Dadurch geht Illa in eine an- 
dere ähnliche über, in welcher an Stelle von aß, y, y,; % g getreten 
sind aß, 1+a+ß-y, 1+a+ß-y: 1-u, 1-4; die letzte Grösse be- 
zeichnen wir wieder mit g. 

) um PaBit+arß-y„ulta+ß-1;1-mg; 1-2). 
Aus 8) erhalten wir ebenso wie unter $ 1 entsprechende Gleichungen 
9), 10), 11). 

Die jetzigen q ergeben sich aus denen unter $ 1, wenn man an 
Stelle von a, ß, y, y,; %. q die entsprechenden Werte setzt. a—ß, y-a—ß 
sollen auch hier keine ganze Zahlen sein. 

$3. Das kanonische Fundamentalsystem für = u erhalten wir, 


indem #&—-u= -—u£ setzen. Es ergiebt sich dann eine Differentialglei- 
2 


a 


chung, in welcher an die Stelle der 6 Parameter der ursprünglichen 
Differentialgleichung die Grössen 


u—_1l u-gq 
%, NE a et Dunn, 


getreten sind. Für die letzte Grösse wollen wir wieder allgemein g 
setzen. 


u—1 C—U 
12) Ya P(a ß, a ee u el re) ) 


hl 


Aus 12) erhalten wir weitere drei Gleichungen 13), 14), 15) wie vorher. 


Die q ergeben sich wie vorher aus dem anfänglichen g, was für 


— gesetzt. Es ist vorausgesetzt, dass 1—y+y, und a—ß keine ganzen 
Zahlen sind. Was die Oonvergenz der Reihen 4—15 anbetrifft, so con- 
vergiren nach dem Fundamentaltheorem des Herrn Fuchs die nach 
positiven Potenzen fortschreitenden Reihen innerhalb eines Kreises, der 
bis zu dem nächsten singulären Punkte reicht, die nach negativen Po- 
tenzen fortschreitenden Reihen aber ausserhalb des Kreises, der durch 
den entferntesten singulären Punkt geht. Die. Mittelpunkte der Con- 
vergenzkreise sind hierbei die singulären Punkte, für deren Umgebung 
die Reihenentwicklungen gelten, und aus diesen ergiebt sich je nach 
der Lage des nächsten resp. entferntesten singulären Punktes die Grösse 
des Convergenzkreises. Was die Convergenz auf dem Üonvergenzkreise 
anbetrifft, so will ich dabei auf die Arbeit von Herrn Heun') ver- 
weisen. Es ergiebt sich daraus auf Grund des Üonvergenzkriteriums 
von Weierstrass?): 
Rea+ß-I-)<-1l wenn |u|>1 ist. 
Ry-n-2) <-l, wenn Jul<1 ist. 

Im ersten Falle convergirt die Function P für alle Werte, für 
welche |r| = 1, im zweiten Falle für alle Werte, für welche |z| = |u| 
ist. PB, X; %.g; u). hat ‚einen. bestimmten Weit, wenn a >1 
und R(a+ß-1-y)<0 ist. Andrerseits hat P(a, ß, 7, y,; u, g; 1). emen 
bestimmten Wert, wenn |u|<1 und K(y-y,-2)<0 ist. Im Anschluss 
hieran will ich die analytische Darstellung der Function P(a, B, y. y,; 
u, 9; x) geben, weil sie für unsere ganze Arbeit von grundlegender Be- 
deutung ist: 


)ef.l.e. 2) Weierstrass: Abhandl. a. d. Functionenlehre, pg. 220. 
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Ich will nunmehr die unter $1 bis $3 gemachten, beschränkenden 
Voraussetzungen fallen lassen und annehmen, dass die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichungen ganzzahlig verschieden seien. 

Sia. Wenn 1-y, resp. a—-ß ganze Zahlen sind, so können die 
Elemente der zu 2=0 resp. #—= oo gehörigen Fundamentalsysteme 
Logarithmen enthalten. Nennen wir nämlich y, und y, die Elemente 
eines Fundamentalsystems für 2 — 0, so muss eins derselben y, immer 
in Reihenform auftreten, während das andere die Gestalt hat: 


ey Paz an (a — 1) -ImeAR (ke —u)rıY 
YeRmr v.| 2 de = nf 2 | dx 
Yı Yı 


da 
_ a4 rt tlre+QW)eH+lrarDeR 
(2 —1)(«—u) 
Tı 


u, Slreenr 
x z—1 C—U 


ist. Hieraus ist ersichtlich, dass y, im allgemeinen Logarithmen ent- 


hält, ja in dem Falle y, = 1 sicher mit einem Logarithmus behaftet ist. 


Seien ferner Y, y, die Elemente des Fundamentalsystems für = — oo 


und möge, falls a—-ß eine ganze Zahl ist, y, in Reihenform entwickelbar 
sein, so Ist | 
g1=e-ß F' 5 
Be en 
Yı 
woraus ebenfalls hervorgeht, dass im allgemeinen Logarithmen auftreten, 
und dass im Falle «a = ß sicher ein Logarithmus auftritt. 

Wir könnten auf diese Weise durch Integration y, und y, dar- 
stellen, indem wir die Integranden nach Potenzen von x resp. r ent- 
wickeln und dann jedes einzelne Glied der Reihe integriren. Indessen 
ist die Entwicklung nach Potenzen von & resp. = mit grossen rech- 
nerischen Schwierigkeiten verbunden, und daher ist es rathsamer für 
die Entwicklung der mit Logarithmen behafteten Integrale eine andere 
Methode anzuwenden. | 

Bevor wir auf diese Methode eingehen, wollen wir die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür entwickeln, dass zu beiden Wurzeln 
der zu 2= 0 gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung eine 
Reihe gehört. Allgemeine Untersuchungen über diese Frage für eine 


EN 


beliebige lineare Differentialgleichung haben Herr Fuchs‘), Herr Fro- 
benius?) und Herr Heffter’) angestellt. Die Untersuchungen der 
beiden ersten Herren kommen darauf hinaus, mit Hilfe des Ranges des 
durch die Recursionsformel gegebene Gleichungssystems das Problem 
zu lösen. Herr Heffter ersetzt successive das gegebene Gleichungs- 
system durch einfachere äquivalente Gleichungssysteme. Für unsere 
Zwecke ist es nicht notwendig, so allgemeine Untersuchungen zu Hilfe 
zu nehmen, vielmehr gelingt es ohne weiteres, wenn wir mit v, und 
vv, <v, in Bezug auf die reälen Teile, die Wurzeln der zuxr= 0 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen bezeichnen, aus dem 


sich ergebenden Gleichungssystem 
40) Io + Au U) 9 — 


do (v,) Iı JE Q;, (vo) 9ı ai Ay; (vo) 92 =! 
Oz, (%) 9, tr Ozg (vo) Ir + Az; (v)9s = 


oO Do 


Ayo, nr 2lYo)9nn—no—2 F Ayo, hy ee = 

Io (9) Ayı 2) 
As (vo) Ay, (v) Algo (%) 
Azı (%) Oz, (v) gg (v) — () 


Ay—ro, 11-02 (v,) Ayo, —r0—1 (v,) 
(18) Al 
als die notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer 
zu v, gehörigen Reihe zu erkennen. Es wird hierbei vorausgesetzt, 
dass & + 0 ist, da sonst alle a,,(p) = 0 wären, und daher das Gleichungs- 
system ein ganz anderes, nämlich das der Gauss’schen Reihe würde. 
Wenn nämlich ein System von v,—v, linearen homogenen Gleichungen 
mit ebenso viel Unbekannten durch nicht sämtlich verschwindende Werte 
der Unbekannten erfüllt werden soll, so muss die Determinante des 
Gleichungssystems verschwinden. Wenn aber umgekehrt AYıo(y) — 0 
ist, so muss g, $# 0 sein, denn wenn g, = 0 wäre, so würden 9,,9,>--: 
u... sämtlich verschwinden, da a,(v,) 0,0) + - @, nn nV) F 0 
sind. Dies ist aber dem Satze zuwider, dass wenn die Determinante 
eines Gleichungssystems Null ist, dasselbe mindestens durch ein System 


1) Crelle’s Journal, Bd. 68, pg. 375 ff, 2) ibid. Bd. 76, pg. 224 ff. 3) l. c. pg. 20—32. 


in Ei 


von nicht sämtlich verschwindenden Werten der Unbekannten befrie- 
digt wird. 

Ebenso verhält es sich mit dem Fundamentalsystem für 2= &. 
Wenn a und ß, B>a in Bezug auf die realen Teile, die beiden ganz- 
zahlig differirenden Wurzeln sind, so ist 


a,(2) a,,(@) 
9,,(4) a, (a) a, («) 


A;,(&) a, (@) a, (0) u) 


As_, B—a—2 (a) Qs—a, B—a—1 (a) 


oder 

(19) | A'C- (u) — 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass zu a eine Reihe 
gehört. Die Bildung der einzelnen Elemente obiger Determinante folgt 
aus 1'). Es ergiebt sich demnach für Illa. und die Stelle x = 0 


(19a.) Altrı(0) = 0 resp. Abı7 y(l- a —A) 
je nachdem 1-1,S0 ist. Für #= © ergiebt sich 
(19b.) ARD: = Otep, AUAR 


je nachdem BSa in Bezug auf den realen Teil ist. Man findet die 
betreffenden Integrale aus der Recursionsformel, indem man in den 
Werten für die Koefficienten im Zähler und Nenner die verschwindenden 
Glieder weglässt. 

Indem wir nunmehr voraussetzen, dass keine von den Determinanten 
19a.) und 19b.) verschwinden, wollen wir die Darstellung der mit Lo- 
garithmen behafteten Integrale des kanonischen Fundamentalsystems 


für 2. — 0 ‚geben, 


o) 1-1, =0 
Ya = Pan; WEM Yan = AN RnR) + Lu (@)10g x) | 
so lauten nach der Fuchs'schen Theorie die Integrale für x = 0. 


z'o,(&) muss für sich IlIa. genügen, wie durch Einsetzen von y, 
in Illa. folgt. Es muss daher »'""» (#) bis auf eine Constante mit 
P(a,B,y,1,; %g; ©) übereinstimmen. Ausserdem darf p,(@) für z= 0 
nicht verschwinden, wenn 1—y,< 0 ist, weil OR (x) für = 0 verschwindet 
und Y, zum Exponenten 1—-y, gehören soll. Wenn 1-7, = 0 ist, so 
darf aus demselben Grunde (2) nicht unendlich für «= 0 werden. 


Te 


Es ist also 
Y; = A Nbla)+cP(a,B v1; wg; X)logx; dia) = Sa,a”. 

Durch Einsetzen von y, in die Differentialgleichung erhalten wir 
eine Recursionsformel für die a. Diese Methode hat Herr Seifert‘) 
in seiner Dissertation angewandt. Ich will eine andere von Herrn Fro- 
benius°) herrührende Methode zur Gewinnung der Integrale befolgen. 

Ich setze in den Algorithmus 3) für g,(p) den Wert 


(pP) = A (P) &a(P) - + - Ayı-1r1-1(P) C(p), 
wo C(p) eine für p = 1-y, endlich bleibende, aber sonst willkürliche 


Grösse bedeutet. Wir wählen C(p) = ‚ weil Afı=D (1-7) nach 


1 
All (p) 
unserer Voraussetzung von Null verschieden sein muss. Es ist daher 


oe RR) nern), 
SU Freak Atnı=D (p) 


Es genügt nun g9(#,p), wenn wir die linke Seite von Illa. mit 
P(y) bezeichnen, der Gleichung 


ur LER erde nlen = 
Plan) = nr = Fett et PD se 


Daher ist 
P(g' (a, p)) = =u (Fe) ©) 


ö 
g’(R,p) = 98 pP) 


gesetzt ist. Da g,(p) /,(p) x den Factor (p+y,—1)' enthält, so verschwindet 
der Ausdruck selbst nebst seiner ersten Ableitung nach p für p= 1-7, 


und wir erhalten daher das kanonische Fundamentalsystem in der Form 
Yan = IR 1) = AD), 


6) 
Ya = 10,9 D) 


9=1-yı 
wo 
EDER NEE NE ÜRER EN) RER TS RE 
ala)... al ol NR) SSP VI) 
zu setzen ist. Es ist nun 

AH (p) A 


ent) = And (p) AyıyılB) + Ani (P) 


c,(p) = 


1) cf. Einleitung. 2) Crelles Journal, Bd. 75, pg. 221 ff. 


yı=? 
g ’ p) 96(P) 2° Ko)ar S an A) ... nnn-ih (pP) 


9’ (0) = 9a Ploge +9, (pe! S« (pa 
Yı—2 © a. „(e) A e 
+4) De, (a + ne.) re 
9(P) 2, p Zyöp Op ara (P) » » - Ay, y1—14r (P) 
Setzen wir in diese Gleichungen p — 1-1 = 9,080 ergiebt sich. 
zunächst ein schon bekanntes Resultat: | Be 


4a.) Ya = g9(®, q) e = > 2) 


"Ayın(9) + Anand) 
Es ergiebt sich nämlich leicht, dass 


a,(9) = ano (0) 4_-1(9) — Y-1,9—1 (0) Ayv—2 (0) 2 (@) 


"= Paßy%; 5 Eu 2). 


weil 
1 dA) = Hy (0), al) = (0), 
4 | Ad en (0) 
ist. Da nung) = 1, 0.4) =) x r—. A” (0) so ist 
ee 
und. daher ist’g(@, 9) —Pla,B, 7 u,g;® ®). ‚Ferner ist: 


KH 
BE 


5a) Ya = Iuia, Zen er + Pag; )loge 
“ P, @ Br 15% 9; | Wen +e, Wert. tn ade 
0 
| | “ Fön sger e ns ee 2 = ’ a 
Man findet Bu . 
sa- a oz mel | 


und wenn wir setzen 


ap) De R 
—— — 1  — 2 zZ ‚ .db(p) = —b,(p) >: 
Ayıyı(P)--- an (P) 0 | (P) won w. AR 


b,(g) = Br 


N 


4) Yu = an|P,(a+1-Y, B+1-, +2 (ln), 2-1; 0 g; 2) 
+ P(a+1—, B+1— 7, 17+2(1-9), 2-1; % 9; @) loge). 

5a) TIER ULEBIETERL Era 2er, ug). 

y) Wenn a-—ß gine positive ganze Zahl ist, so erhalten wir 


'& 1 1 
6a) Yı = Pla, o+1—Y, et kr I+a—ß; PR, g; ) 


7) Ya a P,(s, +1, In tlra-B Ita; n 9; ) 


% 


mr 


1 1 1 
+ Pla a+1-4, 1ntriraß Ita; nn q )108 


6) Wenn a-ß eine negative ganze Zahl ist, so erhalten wir 


6a) Yar Fr r.(e Br ale, elle 1+ß-a; = g; —) 


1 1 1: 
+ P(B, a v-nt1+ß-0, I1+ß-a; Fe g; ts} 


{0} 


1 T 
7a) Yos m zP(R BEL a er a u’ g; 2) 


$ 2a. Die beiden Integrale in der Umgebung von z# = 1 lauten 
8a) Yu = Pia, ß, 1+a+ß-y, 1+a+ß-v; 1-u g; 1-2). 
8b) Y, = PB Ita+ß—y,1+a+rß-y; 1—-u, g; 1-z) 
| + Pla, B 1+a+ß-7, 1+a+ß-1; 1-u q; 1-@)log (1-2), 
wenn y—a—-ßZ=1 ist. Die anderen 4a—7a entsprechenden Integrale 


‚ergeben sich aus dem Früheren. 
$ 3a. Das Fundamentalsystem in der Umgebung von & = u lautet 


u—1 CU 
128) Yu — Pla 8 IH a4 1 Sn ) 
u—1 CU 
13a) y.,— Pia, a He ru ia —r) 


u—1 ZU ZU 
+ Pla, B, EraefR=r ler, an )1og ( TR ) 


wenn 1—-y+7,=1 ist. 

Durch diese Formeln ist die vollständige Integration der Differen- 
tialgleichung geliefert. Jedes beliebige Integral lässt sich in der Um- 
gebung einer singulären Stelle durch das daselbst aufgestellte Funda- 


mentalsystem linear und homogen ausdrücken. 


AB 


C. Die 8.24 Integrale der Differentialgleichung. 

Ich will zunächst die symmetrische Form IV dazu benutzen, um 
noch weitere 7 Integrale von IHa zu bilden. Es ist 
P(a, By, 115% 95%) = Pr++e+Vv, a AHV", NANNY Ir +2; 0,95%). 
Daher ist i 
1) ar(e+1% (au) Pa+i+p4+V, ati +uH+vV, 2 nt +, I-R/+R; U, 9; 0) 
ein Integral von IV. Nun bleibt IV bis auf v ungeändert, wenn wir 
‘x mit «X, A mit X g mit p’ vertauschen. Doch lässt sich auch die Aen- 
derung von v eliminiren, wenn wir g entsprechend bestimmen. Wir 
wollen indessen die verschiedenen Werte, die qg bei den Vertauschungen 
annimmt und die leicht zu berechnen sind, immer mit g bezeichnen. 
Es ergeben sich mithin folgende Integrale 
2) ar (a1) lau)" Pr +A+tutV, WHrruHV, 2ntn—' tn, I-xtR; U, 4; @), 
N ar (a) au)" Pat tutV, RN HatV, Zorro +, I-RtR; u, 95%), 
4), ara Leu Par +ptV, HN +HHV, 2ortnu tn, Int; u, g; 2), 
8) ar (a1) (au) PantArp tv, arIH m tV, 2on' true te, Lat; U, g; ©), 
9) aa Part 4, wre HV, Bone, Int; u, 5), 
7) aa 1)" (@-u)" Pat te 4V, arte hv), Borat, Int; 9, 95), 
5 rl 1 (au) Part tV, NH HtV, 2oanta—ure, IortRl; u, g; 2). 

Wenn man in diesen Gleichungen 
were) Wel-y, N=r0-8 Welytv vn vV-ß 
setzt, so erhalten wir 8 Integrale von Illa 
) Pay 13% GM) 

2) an Pla+l—y, B+1-nrr2d-n) 2-15 %9 9), 

3) (IP Pr—B 1% 0 13 45-0), hi 
4) any PAl-1+r-8 1-1 +r-a, +21) 2-9; % 9; ©), 
5) @-Wiertn PA-r+n+a 1er + rt 2 dr rn) 

6) au rtn P2—-Y+0, 2—-Y+B, 4-9 2-1, %9; %), A 

N), @e-VIF@-W tn PAl+n—B Iryoa + 2-0) u We 
8). eye — urn P(2—B, 2—0, Ay, 2—7,; 9,9; 8). 

Wenn man nun Substitutionen anwendet, durch welche der Cha- 
rakter der Differentialgleichung nicht geändert wird, durch welche also 
nur eine Vertauschung der singulären Stellen erfolgt, so ist man im- 
stande, mit Hülfe der eben berechneten 8 Integrale für jede Transfor- 


BE. 


BanTON 


mation 8 ihr entsprechende Integrale aufzustellen. Es giebt nun im 
ganzen 24 solcher 'Iransformationen, da sich 3 Elemente 6 mal per- 
mutiren und 4 Elemente 4 mal zu je dreien combiniren lassen. Diese 
Transformationen heissen (cf. Heun |. c.): 


£ = Be c—1 : 1 X 
r ’ a a 1-2’ c—1 
u C—U % U—% x u 
x’ N u’ RE c—u' uU—x. 
C—U u—1 c—1 1—u z—1l —U 
Beelss a En ET c—u’ u—L’ u 
u—1) (d-wux CU (u—1)x CU u(2—1) 
zu ’ 2-u ” u@-1)’ u@-1)'’ A-Wz’ w-D)x 


Dieselben sind so geordnet, dass sowohl die in horizontalen wie in 
vertikalen Reihen stehenden Transformationen eine Gruppe bilden. Die 
Erzeugenden einer jeden Gruppe sind die drei ersten Transformationen 
in jeder horizontalen und jeder vertikalen Reihe. Die in der 4. Hori- 
zontalreihe stehenden Transformationen bringen auf die Integration an- 

wel 1 Delle 


= U 
gewandt nichts neues. Auch Re se Eee tige 


U e 
5 unterscheiden 


N ? : 3 , : 1 
sich bei Anwendung auf die Integration nieht wesentlich von =, 


, 
1 1 ZU : - r ; 
1-x, . Wir haben im ganzen 24 Transformationen, also 
1-2’ z-u’ U Een N; ’ 


erhalten wir 8.24 —= 192 Integrale. Da wir indessen für die Inte- 


gration 12 Transformationen als unwesentlich nicht berücksichtigen, so 
bleiben 8.12 —= 96 wesentlich verschiedene Integrale. Die Berechnung 
dieser Integrale, bei welchen wir wiederum den Parameter q nicht näher 


bestimmen wollen, führen wir auf die Berechnung der zu den Trans- 


£, N 1 xc—1 1 % u 8-u 
ormatlon ’ Pa ET en Men Zr 


gehörigen. Integrale 
zurück, aus welchen sich alle übrigen ergeben, und zwar berechnen 
wir nur die dem P(a,B,y7,1,; 4.9; ®) entsprechenden Integrale, da sich 
die anderen zu derselben Transformation gehörigen Integrale aus den 
Gleichungen 1)— 8) ergeben... Ausserdem’ wollen wir noch diejenigen 
Integrale aufstellen, welche für g=u, y=y, gemäss der Beziehung 
RL Pay; wu;2) = F(a,ß,Y; 2) 
in Integrale der Gauss’schen Differentialgleichung übergehen. _ 
Das der Transformation &= 1-x entsprechende Integral ergiebt 
sich nach B 8) in der Form: u | 2 
3*+ 


san ergeben sich weitere 7 ae von denen wir ne m 
3 den Gauss’schen Integralen entsprechende notieren wollen. 


10) d-er 2#P(y a, y—B, na Br, I a Br; 1m, 11- ; 
11) a A 1+B-7 ae a Ze: g; 1 


18) se PB, BER men I1-«@+Bß; = g; —): 


Für Ei a ergiebt sich: 


| 1 1 
26) d-2)E r(6, Te TFTs 1 +ß-a, 1 +ß-a; rer g; ee. 
27) a RUE (+11, Tree n+1+9-B, 1+a— 


28) PH ame 1r1-e, ntl+ß- % tief: a; 1a I ! i-z 
Fürt= ne ergiebt sich: 


33) Pa, FA Ban +a+B; ee 


34) ee a 


Fur: — Tr ergiebt, sich; 


Er —u, 9; io —2).. 
Bei allen weiteren Transformationen verfahren wir ebenso. : 


1 
— ergiebt sich: 
T 


en est 
17) Pla a+l-4 -yrlra-ß,1+oa-ß; u’ g; 2) 


19) all — are Plr- BY-ıHrl= eu cH rklrar De ß; a 


/ | 1. a 
= Te 1 N+1-0, 1-1 +1+Bßo, 1-a+B; ah 


Eee 1 
25) A-2 Pla rn + ta 1+a-B; 12 95 ) 


1-% 


1 
er : 
1 1 


= a) 
? 


1; -) | 
35) top (— Be Bl+2r- a DE 0— Ba q 


96) = url a ER, (= lm, IB 1 2 


41) da) P(a 1b Y m ae 


ge 


HB 1 RR 
2) A-Pir-anipit) 


43) En d-ayn Plati-4, Y-1ı+1-82+7—-27,2-7; op g; =): 


44) non Pp(e+i+r, {-+rl1-e, 24727, 277; D G; ek ns 


Um die Integrale zu berechnen, welche zu den in der zweiten 
Horizontalreihe gehörigen Transformationen gehören, gehe man aus von 


49) P(a Bl+a+B- 1,1%; g; re cf. B. 12) 
aus welchem sich zunächst 

57) P(a Bltarß- tn Wi) 

und hieraus 

65) u) Plaati-w2tm-nira-8mg ©) 


als das Integral ergiebt, von welchem ausgehend wir alle Integrale, 
welche zu den in der zweiten Horizontalreihe stehenden Transformationen 


gehören, bilden wollten. Um das zu& = 7 gehörige Integral zu be- 


rechnen, gehen wir aus von & = 1 und erhalten 
1 x—1 
37) Pla y-ı+l+atBltat 47 040) 


Es geht hier q über in In. Hieraus erhalten wir 


Fr a 
105) (7) Plnt-Bn+l+a-B1+a-B 1-00 2.) 


und daraus ergiebt sich 


L—-U 


c—1\“ 
113) 7) Pla 1-8, 1771, % 4; a 


Hierdurch sind wir in den Stand gesetzt, die Integrale zu berechnen, 
welche zu den in der dritten Horizontalreihe stehenden Transformatiou 
gehören. Die anderen noch übrigen Integrale 145) — 192) erhält man aus 


N. 


TU 


& c—u \* ; + Br. i 
145) ke] Pla, aHl-r+1, 242 y1l+arß-7;u 9; 


In derselben Weise lassen sich die Integrale der Differentialglei- 
chung mit mehr als 3 singulären Punkten berechnen. Die Anzahl der- 


selben ergiebt sich für eine Differentialgleichung mit 4 singulären Punkten 


ee NINE, 


zu 16.10.6 = 960, allgemein für eine mit u singulären Punkten zu 


2"(n+1l)(n—1)n 
122.8, 0 3. 


Ich Si noch erwähnen, dass es mit Hilfe der eben aufgestellten 


Be 2"(n+1) (n—1)n. 


Integrale möglich ist, ähnlich wie es bei der Gauss’schen Differential- 
gleichung mit Hilfe des Schwarz’schen Differentialausdrucks A ge- 
schieht, sämtliche 'Transformationen 

z=ußb 

= fa) 
wo w und & Funktionen von & bedeuten, anzugeben, durch welche die 
Differentialgleichung Illa. in eine ihr ähnliche übergeht, also «,ß,y, y, 
in lineare Verbindungen dieser Grössen sich verwandeln, während u,gq 
entsprechend verändert werden. Es geht z. B. aus der Gleichung 17) 
hervor, das 2 Ey, E= > die Differentialgleichung IIla. in eine ihr 
ähnliche verwandelt, welche für y als Funktion von & gilt, in welcher 


indessen g noch zu berechnen ist, während = an die: Stelle von « tritt. 


D. Anwendungen der Funktion P und ihrer sie definirenden 
_Differentialgleichung auf verschiedene Beispiele. gr 
$ı. Ableitung der hypergeometrischen Differentialeleichung mit 
einem Nebenpunkt und mit einem zweifachen Nebenpunkt. 

In dem Nachlasse von Riemann findet sich in No. 17. der Ab- 
handlung: »Ueber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Be- 
srenzung« (Ges. Werke XVII) die Entwicklung einer P Funktion mit 
einem Nebenpunkt. ‘Ein. Nebenpunkt ist durch folgende Bedingungen 
definirt: 1) Die Exponenten der für den als singulären Punkt anzu- 
sehenden Nebenpunkt geltenden Entwicklungen eines Fundamental- 
systems müssen ganze Zahlen sein. 2) Es dürfen: in diesen Entwick- 
lungen keine Logarithmen auftreten. Man nennt einen Nebenpunkt 
von der Ordnung k, wenn v+V’—1=%, wo v und v die in Frage ste- 
henden Exponenten für die Entwicklungen in der Umgebung des Neben- 
punktes sind. In unserem Falle soll = 1, also v+v’ = 2 sein, was 
nur die einzige Möglichkeit v=0,V=2, da v=v—=1 sicher einen 
Logarithmus zur Folge hätte. Es ist also in IIa. 1-y+y,=2 zu 


eg er 


setzen und ausserdem ist q so zu bestimmen, dass der Koefficient von 
x” in der Entwicklung von 


u—1l ug, z—u 
u u —U 


P(a B, 1+oa+ BY, YIı3 
verschwindet. Diese Bedingung lautet: 
u—l, u- U— 
(1+a4HB-n+1 + Lan) —A- HR) nF 0, 
(“+ Bu-r+W-Nah) ug +uw-!) = 


1) Paß— (Zuoß + (a + Pur N —-a—P)g+um-I)+u(a+B) 


Welle ge 2 =); a = “ti+u+YV 
+( a—B)u+uaß BE, 


Ich will nachweisen, dass diese Bedingung mit der von Herrn Ritter‘) 


u—1 


gewonnenen übereinstimmt. Ich gehe dabei aus von IV., indem ich 
darın £ — 0, a 2 setze, und erhalte: 
\ 1—-x—x FRE i: R 


J 2 Fa n.. C—U 
“ a) ER AN ] y N 
2 — A z(c 1) u) 
— A+y 
A ART U I  NAERE SUITFRE. %+ 
r RAR FAN HR HIN aa —-M)u—aßg TORE: 
Indem ich nun den Koefficienten von y umschreibe und 
N +wurr = 4' 
setze, erhalte ich: 
„lan 11 a 7 er} N 4' Yy 
2) y’+ a Biegen! 


welche Gleichung mit der von Herrn Ritter aufgestellten bis auf die 
Constanten übereinstimmt. Diese Gleichung geht durch die Transfor- 
mation y = @*(@—1)'z in-folgende Differentialgleichung über: 


„‚1-W4+a 19 +1 1 ; oB(= —dq) 
re ee Tee 
A FRZILERERINR\- A-Wr— AN tw)u 
= IHN RI HV) 
Setzen wir nun den Wert 
N : 
q= u e= x l1-W- A a Ian - MN +HW)U 


in 1) ein, indem wir in letzterer noch px = 0 setzen, so ist 


1) Math. Annalen, Bd. 48. 


BER u 


A”+l2e+p) A +e®+pe+saß = 0, 
wenn wir 
p — Zuoß +(a+B)(u-1) FAN, 
s=nWw-N)+wWla +) +A-N-a—B)u+uaß 
setzen. 
Diese Gleichung lässt sich mit Hülfe der Relation 


N Hm HN - Wr = HN) Rt) -wWrtoß = 0 
auf die Form bringen | 


! I“ x 
“tr a nn \ 
U u—1 


Br I 
AR h AA 
u %--1 


1a) 4" - A'u(u-—1) +um-1) +wi 0, 


welche bis auf die Bezeichnung der Exponenten mit der von Herrn 
Ritter aufgestellten übereinstimmt. Durch die 'Transformation 
a (-a,) (@, RG Q,) : (a, = a,) (@, = Q,) 
( FE a,) (a, TE 4,) (a, Er 4;) (a, — a,) 


welche das Doppelverhältnis zwischen den vier Punkten Z,a,, a, a, aus- 


drückt, wird IV. in eine vollständig symmetrische Form übergeführt, 
indem auch der unendlich ferne Punkt in den endlichen Punkt a, ver- 
legt wird, und die Bedingung dafür, dass der Punkt a, ein einfacher 
Nebenpunkt sei, erhält man aus 1a), indem man in 1a) für u seinen 
Wert einsetzt. 

In derselben Weise lässt sich die Bedingung dafür aufstellen, dass 
für IV. der Punkt u ein zweifacher Nebenpunkt ist, und ich will diese 
Bedingung hier noch entwickeln, weil die dadurch entstehende Diffe- 
Tentialgleichung eine Rolle bei der oben erwähnten Abhandlung von 
Riemann!) spielt und daher historisch von Bedeutung ist. Ich setze 
in IV. e&=0 und =3, so dass 

+++ 4 V = —1 
ist und erhalte eine Differentialgleichung, in welcher 
r= HU HN HR HI - Mau -M)u—aßg. 
Indem ich wieder den Koefficienten von y umschreibe und 
ww —-N +wutrv= 4 
setze, erhalte ich dieselbe Differentialgleichung mit A’ als Parameter 
wie früher. Diese Gleichung geht durch y=«a*(@-1)’z in unsere 


1) Gesammelte Werke, No. XVII, pg. 323. 


al Re 


Gleichung Illa über, wenn man m ihr = 0, W=3 


A'+ (a HI MN Ran IM + wu 
—(RH+IH+YV)R FI + V) 


= 
setzt. 

Um nun die Bedingung dafür aufzustellen, dass in Illa u ein 
zweifacher Nebenpunkt ist, müssen wir W-p=1-y+7,=3 setzen 
und ausserdem dafür sorgen, dass in der Entwicklung von 


u—_l u-9 x-u 
Pla B, a rß+1-Y, REN ’ = 


u U U 
der Koefficient von «° verschwindet. Diese Bedingung lautet: 
3) 12u-24+2(0+B)u—2y+ ug) aß} |((a+B-1)u-Y+u-g)aß) (ug) aß+2u(u-1)aR| 
+2u(u-1) (+1) (B+1)aBlug) = 0. 
Setzen wir in dieser Gleichung 
el 


e = HAI I - MN +W)u = —M-aßu, 
da 
N tt NV wW+taß—= —(R+N) 
im jetzigen Falle ist, 
u—-N)aß = woß+A te = AM, 
so erhalten wir in 
3a) A? + Ara +B- Lu Y-A+%la+ß+1)u—2(y+1+R)! 
+A la + Dur M)@@+B+Du-2C HH) at B+ 17-2) 
+2u (u —1)oß + u (u—1)(a+1)(B+1)! 
+(2(a +Bß-1)u-2Y +1+9- la +? HYu—-Y— 2) +2um—1)aß) 
—A.2u(u—1)(a+1)(B+1) = 0, 


wenn wir darin noch 


a=x+iA+Vv, B=xr+ı+tV, = -1+x-r 
sitzen, die Bedingung dafür, dass in 
„1x 1-ı1-N 2 : = VS PER SI N Yy 
kan al TE Isar. 


uw ein zweifacher Nebenpunkt ist. Wir haben also auf diese Weise 
eine hypergeometrische Differentialgleichung mit einem zweifachen 
Nebenpunkt aufgestellt. Die Differentialgleichung 4) kann ebenso 
untersucht werden, wie Herr Ritter die Differentialgleichung 2) unter- 


sucht hat, indem man besonders diejenigen Stellen von « in Betracht 
4 


te 
zieht, für welche die Discriminante von 3a) verschwindet, wo also zwei 
von den Wurzeln von 3a) zusammenfallen. 

In derselben Weise verfahre ich, um die Bedingung dafür aufzu- 
stellen, dass u ein nfacher Nebenpunkt sei. Ich erhalte dann eine Dif- 
ferentialgleichung von der Form 4), in welcher n an die Stelle von 2 
getreten ist, und wo A’-durch eine Gleichung n +1 Grades bestimmt 
ist. Es ist dann p-w =n+1, und es giebt daher verschiedene Mög- 
lichkeiten für die Werte von px und g', doch alle Fälle lassen sich nach 
derselben angegebenen Methode behandeln. Ich habe also hiermit 
einen speciellen Teil der Frage: »Wie sieht die Differentialgleichung 
einer P-Funktion mit A Nebenpunkten aus« welche Herr Klein in 
seiner Vorlesung über die hypergeometrische Funktion pg. 234 zur Be- 
arbeitung vorschlägt, erledigt. Um die Frage allgemein zu lösen, müsste 
man eine Differentialgleichung mit den singulären Punkten 0, 1, u, u, 
....4, aufstellen, die Integrale für die Umgebung der singulären Stellen 
berechnen und unter der Voraussetzung, dass die Exponenten der zu 
den Stellen «, %, ... u, gehörigen Integrale ganze positive Zahlen sind, 
die A Bedingungsgleichungen dafür aufstellen, dass an den Stellen «, 
U, ... u, keine Logarithmen auftreten. 

$2. Die vollständigen elliptischen Integrale‘). 

Die Perioden des elliptischen Integrals erster Gattung 


1 
K 


un: da fr de 
K- ee u | | 
as Fan ve 


genügen bekanntlich der Gleichung; (Legendre: Traite des fonctions 


elliptiques, Tome I. cap. XIII) 


1) nm) +) a nl), 

Diese Gleichung erhalten wir aus unserer allgemeinen Gleichung IIIa, 

wenn wir a | 
nen nd, eh rel: Ti N g.—= 0 


setzen, so dass 
Ya. zit 1, 2, 1; Eh, 0; 1) 


das allgemeine Integral von 1) ist, aus dem sich alle anderen durch 


1) Seifert, 1. c. pg. 25ff.;, Schlesinger, Handbuch, Bd. II, pg. 476 fi. 


>, 


PR 


Veränderung der Argumente ableiten lassen. Es ist in diesem Falle 
uw= —1 und wir bemerken, dass daher die Recursionsformel B 16) über- 
geht in 

Ä nn A a, (Pan) AT (P), 
da 


4) = Pr) = - Wr Det) P+V-)- tm rtlta+tBu) (Pt) gap 
für Gleichung 1) für alle Werte von p und v verschwindet. 
Daraus folgt für grade n | 


Amp) = (-1)° a... (Pa, (P) &-3,n-(P) ap) +: - Q(P)a (P) 
für ungrade n dagegen 
A (p) = 
da A”(p)—=-a,,(p) = 0 und sich alle ungraden A”(p) durch A”(p) aus- 
drücken lassen. Die Bedingung v=—1 ist aber allein nicht hinrei- 
chend dafür, dass wir eine zweigliediige Recursionsformel erhalten, 
vielmehr muss noch der Koefficient von & im Koefficienten von y’ der 
allgemeinen Gleichung Illa: -—y-y,-Y+!+a+ß)u=0 und gß=0, 
also g oder a oder ß Null sein. Die von Herrn Seifert in seiner 
Dissertation pg. 21 aufgestellte Bedingung s, = a,+a,—2a, = 0 ist also 
für das Auftreten einer zweigliedrigen Recursionsformel nicht hinrei- 
chend. Ebenso ist die Bedingung a,=a, allein nicht hinreichend für 
das Auftreten einer zweigliedrigen Recursionsformel, vielmehr ist noch 
die Bedingung erforderlich a +ba,+ca’ = 0. Wir erhalten also in dem 
Falle vu=—1, y+1,-+1+a+ß)u= 0, q= 0 für unbestimmtes p das 
Integral in der Form 


— Sen sten — a,,(P) Qu(P)-- r Üg, ‚22 (p) + 2%’ 
a DET u) md IT BA HOLMOPECRO N 


MOP> NRICHTEDIETEDIN (+0 +2n_2)(@+B+Mn- 2) „em, 
% PH) (P+H... (P+2n)(p+I+Y)(e+2+7,)... (p+2n—1+),) 


Daraus folgt, dass für p = 0 


m. n CE, 1:..3.B 
= 14H (gr lg 7) A 5)* IE: 


ein Integral der Gleichung 1) ist. Das andere Integral in der Umge- 


bung von «= 0 enthält notwendig Logarithmen, da 1-,y=0ist Es 
hat die Form | 
HP Naar ORT BYE TOER, 
4* 


PL: MW=-1H+ 
1.3.5... ua 2 Dre 
+ N HE FL: 3 


Erz Pa Be 
Day, und 


noch beweisen wollen, < ein Integral von 1) Sn so ist: 


K= a [7 +O'Ya 


Da nun K& für = 05 wird, so muss 07 » C=:0 sein 


K- y, = =. pa, ae 


auszudrücken. hs BR 


Da 
PÜ,12,1;-1,0; Ki =. 41; %) 


ist, -so erhalten wir, wenn wir = setzen, eine Reihe, la der 
hypergeometrischen Diiesrunaleledhune 


L+- 220, Me 
(2) } 
| ee a M 
Genüge leistet und welche durch die Transformation 
Be nie 
> er 


aus 1) hervorgeht, wie man sich leicht überzeugt: Wir haben in 

Gaussschen Reihe ae 0 = y=1 zu setzen. Es ist nun bekannt, 

dass B WR ei = BR 
ie z u wall — y a- -an)ordn ee 


der hypergeometrischen Differentialgleichung genügt und auch. eine 
pergeometrische Function ist. Es ist nämlich 


I u) ur u N 
0 


C ist hierbei eine ganz eig le man nennt sie E 


Integral erster. Gattung. Setzt man nun RR u y% 


lerenn 2x ee bi), 


er 


und damit ist der Beweis geführt, dass in der That K ein Integral der 
Legendre’schen Gleichung ist. 
Führt man in 1) die Substitution ein 


Be er,, 


so erhält man die Gleichung 

du „, du 
1a.) rl) ra) a —=(. 
Es wird daher sowohl 1a.) wie % durch 


Ü 


Ken ae eg) 


befriedigt, und es zeigt sich also, dass K und-K' ein Fundamental- 
system der Legendre’schen Gleichung bilden. 
Untersuchen wir jetzt die Differentialgleichung 


3) r(1—x + rm = 0, 


so bemerken wir, dass dieselbe aus der allgemeinen Gleichung IIIa 
hervorgeht, wenn wir a=1, B=-1,y=1,y=1,u=-1,9=0 
setzen. Das Integral P ergiebt sich daher aus der Formel für 9 (2, p) 
5 . 
auf pg. 27 in folgender Form: 
ER 1 8, 138 
Er LEN Er 


17.3. 5°. ,. (2n—3)’(2n—1) ,, 
es FE, m FChrtbl®) 


= 1 “7 EN BR RR 1 1-’y? 
are (1—-u) "A1-ru)”du = of V age — 2C0E 


. n 2 . * . . 
wenn wir u=y setzen. C' ist hier wiederum der reciproke Wert eines 
’ . . a. 
Eulerschen Integrals erster Gattung und E ein Periodicitätsmodul 


des elliptischen Integrals zweiter Gattung. Es folgt ebenso wie früher 
T 
= 5 rd —1,1,1; —1;,0; x). 
NE \ i 
Wenn wir = 1—-x in 3) einsetzen, erhalten wir folgende Gleichung: 


3 Ra 
a.) „“d-m) 5 Ar +rV—=(, 
1 


re 


in welcher lo a=1,ß=-1,y=1,y=-h, v=-1,9=0 ist. 


da 


Es interessirt uns hier das Integral, ' welches zum Exponen 
gehört, und welches sicher logarithmen frei ist. 


73, mg KO Hg. (ante a 3 ; 
Ya: He to + 3.2,6°... (mr) + 


= ufG42;) = = Ja BEN ZGB IPe: 7 Pa 
0 © 


10: 
B % Es d Ä 5 
: BY ES 
1 \ j 3 RD} 
1 > 
woy= Vie Bi D Ban ist. N 
Es bilden also NER TRETEN on 


KE - [v3 I: I-wy Ya mr VER a ay 1); a 


ein Fundamentalsystem von 3). Da sich, Bi zu ı Ash wenn w] 


= ' 


= (0 setzen, so ist = = 2 he ‘daher 
1 ® 
mw m = 28,158 1, 0;n). | | 
ii ex 
Durch die Tara für K und E ist man in den Stand eh 


ES dk 
aa) 
dagegen stets negativ Ei Werte von x 


werentlichen N = K und E zu erkennen. 
nämlich. stets positiv, 2 >e 
zwischen 0 und 1 Da K und E beide für = 0a tesind, 


Er ur Sr Br ren 


Ko Te. 
also K von 5: an zu, während E von - an kenne wenn % « zwisch 


7 


0 und 1 sich bewegt. z le En Hau ac ange 


Es würde ferner möglich sein zu Zr dass E sich March Ku 
ER ‚sowie K sich durch E und — mit in x rationalen Koefficien e1 


ausdrücken lässt, weil die beiden Differentialgleichungen 2 und 3 
derselben Klasse?) gehören. Es ist in der That ar u 


Ee= Be ET 
Dr 
IS WOR N. de Zr 
E= Sa | 
1) Es wird gewöhnlich Eu — = Were meh dy gest I = 


2) Schlesinger, Handbuch... Bd. II, pg. 475; ib. ‚PB. 3000 v or 8 


nn 


welche Beziehungen man entweder durch Differentiation der Integrale 
für K und E nach x oder durch die Methode der unbestimmten Koeffi- 
cienten aus den Reiheu für K und E gewinnt, indem man 


K = (+, "+02 +. )E+ (Axt + 

1 (tt Hat) 
setzt. Man kann sich auch einer Methode bedienen, welche von den 
Differentialgleichungen 1) und 3) resp. von den daraus abgeleiteten 
Gauss’schen Difterentialgleichungen ausgeht, und welche in allgemeiner 
Weise von Herrn Handbuch, Bd. II, pg. 455 ff.) 


angegeben wurde. Um — und # durch P Funktionen auszudrücken, 
differentiire man die Gleichungen Be und 3) nach x, stelle Gleichungen 
für e resp. —— her und bringe sie auf die Normalform Illa. Wir er- 
halten auf Kr Weise 

dK 

Eher —%P(8, 3,5, 3; -1,0; x) = —xF(3, 3,2; »°) 


De. Bund. 
a Ey Ban 7 rl 


4 
T 
4 
rn d 
= smt% 1,2110; x), 
T 
4 


% 
@K 
a = + P@3,5,5;1,0;0)+Q@x)’=P 8,5, 8,5; -1,0;%) 
en — 7 4P(1,3,4,3;—1,0;%) = - Eu FQ, 4,2; %) 
RE (di EL. ) 
RN ee 
Bien Bibi dam: 
= 2274843; -10,9-- I 7 Pß8,5,7,5;-1,0: x). 
dE 


rentialgleichungen ermittelt werden; in derselben Weise werden auch 
‚die höheren Ableitungen aus den Differentialgleichungen ermittelt und 
zwar können sie stets, wie man sieht, durch zwei P Eunktionen, deren 
Argumente sich um bestimmte ganze Zahlen unterscheiden, mit in « 


rationalen Koefficienten ausgedrückt werden. 


rn EI 


$ 3. Bedingungen für das Auftreten rationaler Integrale. 


Man kann diese Frage auf die nach dem Auftreten rationaler ganzer 
Functionen zurückführen, indem man die Substitution y = (#-a/]: 
(x—a,)”®...(0—a,)"u einführt, wo a,a,...a, die singulären Stellen der 
Differentialgleichung für die abhängige Variable y und a,a,a,...a, 
die negativen ganzen Exponenten der Integrale sind. Durch eine der- 
artige Substitution wird eine Differentialgleichung der Fuchs’schen 
Klasse mit drei im Enndlichen gelegenen singulären Stellen auf eine 
Differentialgleichung von der Form Illa. übergeführt, wenn man even- 
tuell noch für die unabhängige Variable # die Substitution &—a, — 
(a,—a,)E macht, sodass man die singulären Stellen 0, 1,u,o0o erhält. 
Eine notwendige Bedingung für die Existenz rationaler ganzer Integrale 
ist nun, dass die determinirenden Fundamentalgleichungen für jede sin- 
guläre Stelle im Endlichen wenigstens je eine positive ganze Wurzel 
und für die singuläre Stelle im Unendlichen wenigstens eine negative 
ganze Wurzel habe. Da diese Bedingungen stcts für die singulären 
Stellen 0, 1,u von 1lla. erfüllt sind, da für jede ein Exponent Null 
ist, so ist für Illa. erforderlich, dass entweder a oder ß eine negative 
ganze Zahl sei. Ferner ist erforderlich, dass irgend eins der für die 
singulären Stellen 0, 1, u aufgestellten Integrale keinen Logarithmus 
enthält, also in Reihenform darstellbar ist, und dass dies Integral mit 
dem Gliede @&", wo n = -—a eine positive ganze Zahl ist, abbricht, also 
eine ganze rationale Function vom Grade n ist. Diese Bedingungen 
sind auch notwendig, falls 8 keine ganze Zahl oder eine positive ganze 
Zahl ist. Es bricht dann natürlich auch das Integral für die unendlich 
ferne Stelle, welches zum Exponenten a gehört nach dem »+1 Gliede 
ab. Man verfährt daher folgendermassen, um zu untersuchen, ob Illa. 
von einer ganzen rationalen Function befriedigt wird, vorausgesetzt, 
das a= —n eine negative ganze Zahl ist: 

I. Es sei B keine ganze Zahl oder eine positive ganze Zahl. | 

Man untersuche, ob eins der Integrale y, oder y, in Reihenform 
darstellbar ist, und wenn dies y,, ist, ob y, nach dem n+1 Gliede ab- 
bricht. Falls 1-7,<0 gehört zum Exponenten 0 sicher eine Reihe, 
falls 1—y,>0 gehört zum Exponenten 1—y, sicher eine Reihe. Falls 
1—7y,<0o gehört zum Exponenten 1—y, dann und nur dann eine Reihe, 


Ba 


wenn Au®(1-7)= 0, falls 1-7,>0 gehört zum Exponenten 0 dann 
und nur dann eine Reihe, wenn A'=9(0) = 0 ist. Angenommen, es 
gehöre zu y, = Pla. B,11,; ug; x) eine Reihe, so ist die Bedingung 
dafür aufzustellen, dass y, nach dem n+1 Gliede abbricht. Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung hierfür ist, dass A"""(0) = 0 ist. 
Es wird dann A"*”(0) ebenfalls 0 und daher verschwinden sämmtliche 
Koefficienten g,, x221. Wenn A”(0) oder wenn zwei auf einander 
folgende A”(0) für v=n verschwinden, so kann y, keine ganze Function 
n. Gradesäsein, sondern ist eine Function niederen Grades im letzten 
Falle. Da IIla. aber nach den gemachten Voraussetzungen von keiner 
Function niederen Grades befriedigt werden kann, so ist das unmöglich. 
Wir können, was die Untersuchung von y,, anbetrifft, immer voraus- 
setzen, dass 1-7, 0, wenn wir bei der anfangs erwähnten Substitution 
y= (e-a)“(2-a,)®...(@—a)”u für a, stets die kleinste negative Wurzel 
der betreffenden Fundamentalgleichung nehmen, falls dieselbe zwei 
negative ganze Wurzeln hat. Wenn also y, keine ganze rationale 
Function n. Grades wäre, so bliebe zu untersuchen, ob 


u a Na ri- Rei N, +24-7),2-1:% 9; 2) 


eine ganze rationale Function n. Grades wäre, da zu 1-7,>0 sicher eine 
Reihe gehört. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn At) (0) = 0 
ist, wobei wir für a,ß, y,y, resp. @+1—-7,ß+1-7,17+2(1-7,), 2-1, 
setzen müssen. Wir können das kurz zusammenfassen in das Resultat: 
Unter der Voraussetzung, dass a eine negative ganze Zahl, ß keine 
ganze oder eine positive ganze Zahl ist, wird Illa. dann und nur dann 
von einer ganzen rationalen Function befriedigt, wenn At (0) — 0 
ist, worin eventuell, falls 1-7, eine positive ganze Zahl ist, für a, B,y, 7;: 
a+1-y,ß+1-7.:17+2(1-7,, 2-7, zu setzen ist. An Stelle von gq tritt 
im letzten Falle 


tra -ntl-rta+tdu 
(«+1—7,) (®-+1-—7,) 


Il. Es sei ß ebenfalls eine negative ganze Zahl. 
Es kommt hierbei in Frage, ob A“tD(0) oder ATPFV(0), worin 
eventuell, falls 1-7, eine positive ganze Zahl ist, die erwähnten Ver- 


änderungen der Argumente vorzunehmen sind, verschwinden. Wenn 
1) 


AT (0). Es könnte SS der Fall rien Ge Ya 


tionale Function —a., Y, eine solche —B: Grades wäre; es wür 


diesem Falle sämtliche Integrale von IIla. ganze rationale Fun 
sein. Es müssten in diesem Falle sämtliche Wurzeln der verschiede: 
Fundamentalgleichungen ganze positive, im Unendlichen ganze negat 
Zahlen sein und es müsste jedes Integral in Reihenform darstellba 


© 
sein. Diese BERInSUNSER a auch me nach de 


die 8. Wurzel ergiebt un dann ebenfalls als eine nn Zahl, | 
Summe der Wurzeln 2 ist; dazu würden noch 4 Bedingungen für ai 
Existenz von Reihen kommen; wir erhielten also im ganzen 8 Bedi 
gungen, da 3 der Wurzeln immer Null sind. Für den Fall, 


haupt ein Integral ein ganzes rationales ist, erhalten wir 4 Bedingungen; - 
2 aan Fall, dass nur a Integral ee ganzes rationales ist, erhalten 


leicht ergeben. 
$4. Anwendung auf die Lame€sche Differentialgleichung. | 
Die Lamesche Differentialgleichung hat bekanntlich die Form F: 


1) oo y®—Inn+1)a’sn’hly = 
Dieselbe lässt sich durch die Transformation 
‚as, du 2 - FR 
SU U; Az (1— u?) (L-—- x’ u’) 
auf folgende Form bringen: 10, 
Haste n(n a; RR 
1 1 ' 4 e- 


BE u + &=D 2 i Ps N = 
7 A A) ort, :e-1(e--;) 

welche ein specieller Fall unserer Differentialgleichung Illa. 
aus Gerche hervorgeht, wenn man 


ei EI : Pr a a 
Y; De Br 753 2 7 2: 13 la 7 4, ut = 


setzt. Es gehören also die ein Fundamentalsystem bilden 


N 3 Se Tu ur Fe a 7 


ran __ 


.. y “ .. 1 1 

für die singulären Stellen 0, 1, —, oo resp. zu den Exponenten: 0, —; 
% 97 

1 1 0Qq N 

a 5; = . Die Summe der Exponenten ist wie erforder- 


lich 2. Für den Fall a=0 resp.n = —1 erhalten-wir die trivialen Lösungen 


1 ’ 
0, By 0, 


e+V%z und e-V**, welche ein Fundamentalsystem bilden. Man sieht aus 
den Exponenten der Fundamentalgleichungen von 2) ohne weiteres, 
dass ihre Integrale logarithmenfrei sind, sodass auch die von 1) keine 
Logarithmen enthalten. Aus 1) würde das nicht sofort hervorgehen, 
denn die einzigen singulären Stellen von 1) sind die Unendlichkeits- 
stellen von sn& d.h. die Stellen &= Ki +12 K+n2K'i, für welche die 
determinirende Fundamentalgleichung lautet 
r(r N) nn+1) = 0, 

deren Wurzeln —n und n+1 ganzzahlig differiren, falls n wie gewöhn- 
lich als ganzzahlig angenommen wird. Es bedarf also hier noch einer 
weiteren Ueberlegung, um zu beweisen, dass zu der algebraisch kleinsten 
der beiden Wurzeln —n und n+1 in der That ein logarithmen freies 
Integral gehört. Daraus folgt, dass jedes Integral von 1) in der ganzen 
Ebene eindeutig ist. Hieraus schliesst man, dass das allgemeine Inte- 
gral von 1) die Form hat): CF(a)+C'F/—x), wo F(a&) eine doppelt 
periodische Function zweiter Art ist. Um die analytische Darstellung 
von F(x) zu erhalten, verfahre man folgendermassen. Die beiden ein 
Fundamentalsystem bildenden Integrale von 2) sind in der Umgebung 
des Punktes z—= oo nach B. 6) und 7) 


ARTE 2 A Br 1 
Yan = PP ln nt) 


n-+1 
De pe, ak n+2, nn wg; — 
wo 
| , _ Ammann +l)® _ At)n+h 
SorT n(n—1)  n(n-—1) 
„ . -daU)R+D+h 
TE Tao TC 


ist. Wie man sieht, geht das zweite Integral aus dem ersten hervor, 


wenn man n mit —(n+1) vertauscht, sodass wir uns auf die Betrach- 


1)-Hermite: Sur quelques applications des fonctions elliptiques, pg. 2 und pg. 76. 
5* 


tung des ersten beschränken sc Wir setzen nunmehr in di e. 
mel für y,, 2 ine cin: a re 
. n n—l 1,. A+m)n+h, 

me en 
Setzen wir in dieses Integral, das nur in der Umgebung der ; 
2 = Ki+2AK+2uKi gilt, = Kite und daher 


wsn”e 1 


1 
wm= ————= letter tut 


wo die Werte für die ersten Koefficienten 


1-+° 
S, == a 

1-2 
a 

R 2 — 3’ — 3x + 2x 

Sram 189 
Bu 2 1-w"+x‘) 
-MOTR 675 


sind, so erhält man mit Weglassung der Constanten 


1 E Net: 
Ya Kate) P A —— 
nie) 
ad lt, Arm +h 
= +2)’ ee er 
1 n UW)mHR , 
ie , )++ a a 
‘ 1 h+tnmn+l)s 1 2 


u n. Kerr 


hat und von a er nachweist, es ee eine a peri 
‚dische Function zweiter Art ist. Dieselbe kann mithin, wie wir g 
sehen haben durch unsere P- Function ausgedrückt werden. | 
gilt die ganze Entwicklung nur für den Fall, dass n eine positive gan 
Zahl ist, wenn n eine negative ganze Zahl ist, kann y_, unmög 
doppelt periodische Function sein. In diesem Falle ist abe 
u. und daher können wir die Entwicklung von Yon au ® 


Ze 
vertauscht. Wir haben mithin das Ergebnis: Je nachdem u eine posi- 
tive oder eine negative ganze Zahl ist, erhalten wir für 1) die Lösung: 


ern Hls 1 
Ya = ara) tt 


resp. 
Re h+nn,-l) 1 
Ya REIIE 2(8—-n)7 gmı—3 A 


wenn wir für negatives n dasselbe gleich —n, setzen. In jedem Falle 
aber ist die Lösung eine doppelt periodische Function zweiter Art. 
Ich erwähne dies Ergebnis hier, weil Hermite nur den Fall, wo n 
eine positive ganze Zahl ist, in Betracht gezogen hat, und weil diese 
beiden Fälle streng auseinander zu halten sind. 

Wir wollen nunmehr den Fall untersuchen, dass 1) durch eine 
ganze rationale Funktion n. Grades in Bezug auf snx befriedigt wird, 
das heisst, dass 2) durch eine ganze rationale Funktion n. Grades in 
Bezug auf 2° befriedigt wird. Wenn eine solche Lösung vorhanden 
ist, so kann sie nur die Form haben: cy,,+dy,, wo ce und d Üonstanten 
sind und y, und y, zu den Exponenten 0 und #4 gehören. Es muss 
daher entweder c oder d Null werden, da nicht beide Reihen abbrechen 
können, denn wir haben nur einen negativen Exponenten im Unend- 


lichen. Es muss daher entweder d oder c Null werden, und die Func- 


n n—1 


2 Er I 
tion hat entweder die Gestalt eD,p,r' oder die Gestalt det ,q,2”. Das 
0 


erste tritt ein, wenn n eine grade Zahl, das letzte, wenn n eine ungrade 


Zahl ist. Es sei zunächst n eine grade Zahl, so ist die Bedingung 


.. . 5 . NW . 
dafür, dass 2) durch eine ganze rationale Function —. Grades in Bezug 


auf z befriedigt werde, dass 
ref 
ist; wenn indessen n eine ungrade Zahl ist, so muss 2) durch eine 


n—1 


- 2 
. . — 4 . . 
ganze rationale Function von der Form dz’X,g,2” befriedigt werden, 
0 


und dazu ist nach unseren früheren Kriterien pg. 33 ff. erforderlich, 
dass 
n-1 
A‘ 2) (0) = 0 


BB 


ist, wenn für a,ß,... die.Substitutionen a+1— 7, ß+1—y,... gemacht 
werden. Die erste Determinante ist eine Function von a, ß, 7,8, u, 


die zweite von 


+ A N)ir-n+(l- vta+Buf, 
(el ee 


dieselben werden, aus der Reihe für Pla, B,1,6;u,g;x) gebildet, indem 
man für a,ß,y.6,w,q die Werte 


+17, Ben +2(1-n,) 28 u, 


n n+l n 1 1 —h 
DT En 


einsetzt. Wir haben mithin das Ergebnis: Wenn n eine grade Zahl 


ist, so kann die verlangte ganze rationale Function von sux nur grade 


Potenzen von sn® enthalten, und es giebt im allgemeinen +1 Werte 


für A; wenn n indessen eine ungrade Zahl ist, so kann die verlangte 


ganze rationale Function nur ungrade Potenzen von snx enthalten, und 


es giebt im allgemeinen en: Werte ur" | 
Schliesslich wollen wir noch untersuchen, wie viele Lam e&’sche 
Functionen erster Art 1) besitzt, das heisst, wie viele Functionen, die 
ganz und vom Grade n in Bezug auf sn@ = z*, cnx = V1— 2, due = Yı— 2° 
sind. Diese Frage ıst mit Hilfe des Vorhergehenden rasch zu erledigen. 


” Pr. . 5 . W 
Es sei zunächst n eine grade Zahl, so wissen wir, dass es 7 +1 ganze 


> . 4 . E F 
rationale Function von 2? giebt, und zwar enthalten diese Functionen 


nur grade Potenzen von 2°. 
Um die Anzahl der anderen Functionen zu bestimmen, betrachten 
wir die Integrale 1) bis 8) unter ©. Die beiden Integrale 1) und 2) 


R ® = 3 48 7) ach 
kommen nicht mehr in Frage; 3) kann keine Function —. Grades sein, 


! keine ganze Zahl sein würde, dasselbe gilt von 5) und 8). 


da z 
Wohl aber können 4), 6), 7) ganze Functionen —. Grades sein. Es ist 
indessen notwendig, dass die Reihen 

PA—1,+Y—B 1-1,+7—a 1+2(l-Y), 2-10 4; 2) 


P@-y+o, 2—y+Bß, 4—Y, 2X; u, g; &) 
Pi+y-Bß 1+1-a, +2 41-1 tn) 3 % q5%) 


— wo die g aus der Formel für r unter A. IV durch das ursprüngliche 


q von Illa. auf Grund der Bedingung berechnet werden, dass r bei den 


Zw: __ 


r .. . ” . 
Vertauschungen unverändert bleibt — nach dem —— 1 Gliede abbrechen. 
n 
© 


Es missen also 3 Determinanten von der Form a IM) verschwinden. 


Wir erhalten also für jede dieser P-Functionen im allgemeinen 7 ver- 
I .. * . W Y 

schiedene Werte für h, so dass wir im ganzen at1r32 — MH 

Werte für h erhalten, welche der Bedingung genügen, dass für die- 


selben ein Integral von 2) eine Lam&’sche Function erster Art ist. 


n-+1 
2 


Umgebung der Unendlichkeitsstelle giltigen Integrale sind La m &’sche 


Die diesen entsprechenden zum Exponenten gehörigen, in der 


Functionen zweiter Art; dieselben verschwinden für 2= © und sind 
nach Heine (Handbuch Bd. I pg. 386) elliptische Integrale erster und 
zweiter Art. Ist » indessen eine ungrade Zahl, so kommen die Inte- 


grale 2), 3), 5), 8) also die Reihen 


Ban er 7r207), Ze; ug; %) 
BERATEN Au 0) 
PÜZFFRLaE  r2 en; m y%) 
E22 2—B, Ir ee u, g; x) 
n-1 
in Betracht. Es müssen dann 3 Determinanten von der Form Nee) 


n—1\ 
und eine Determinante von der Form N a )o) verschwinden. Wir er- 


| 1 —1 N 
halten also im ganzen 3 u + ; = 2n+1 Bedingungen für 4, Wir 


erhalten somit das Schlussergebnis: Die Anzahl der der Differentialglei- 
chung 2) genügenden Lame’schen Functionen erster Art ist für ein 
beliebiges, ganzes positives n gleich 2n +1. 

Die eben untersuchten Lame&’'schen Functionen nennt man ge- 
wöhnlich Lam&’sche Functionen 2. Ordnung. Wenn u=1 oder u=0 
wird, gehen dieselben in hypergeometrische Functionen oder in Kugel- 
functionen über, wie wir aus unserer Difterentialgleichung sofort er- 
kennen. Die eben angewandte Methode kann man dazu benutzen, um 
die Anzahl der Lam&’schen Functionen höherer Ordnung allgemein zu 
bestimmen; dieselbe ist von der von Heine (Handbuch Bd. I S 137) 


angewandten verschieden. 
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